로그-우도 함수(Full Log-Likelihood Function)
[bookmark: univariable-단변량-정규분포]1. Univariable (단변량) 정규분포
개의 독립적인 관측치 가 동일한 정규분포 를 따른다고 가정합니다.
[bookmark: 단계-확률밀도함수-pdf]1단계: 확률밀도함수 (PDF)
먼저 관측치 하나()의 PDF는 다음과 같습니다.

[bookmark: 단계-우도함수-likelihood]2단계: 우도함수 (Likelihood)
개 관측치가 모두 독립이므로, 전체 데이터의 우도함수 은 각 PDF의 곱입니다.




[bookmark: 단계-로그우도함수-log-likelihood]3단계: 로그우도함수 (Log-Likelihood)
위 식에 자연로그()를 취하면 곱셈이 덧셈으로 바뀝니다.

이를 정리한 최종 Full Equation은 다음과 같습니다.


[bookmark: multivariable-다변량-정규분포]2. Multivariable (다변량) 정규분포
동물육종학의 혼합모형(Mixed Model)에서 을 다룰 때는 실제로는 다변량 정규분포를 사용합니다.  관측치 벡터 가 평균 벡터 와 분산-공분산 행렬 를 따른다고 가정합니다. ()
[bookmark: 단계-확률밀도함수-pdf-1]1단계: 확률밀도함수 (PDF)
벡터 의 PDF는 다음과 같습니다. (는 의 행렬식(determinant)입니다.)

[bookmark: 단계-로그우도함수-log-likelihood-1]2단계: 로그우도함수 (Log-Likelihood)
위 식에 자연로그()를 취하면 됩니다. 이것이 바로 최종 Full Equation입니다.

[bookmark: c의-정체는-무엇인가요]
C의 정체는 무엇인가요?
C는 우리가 추정하려는 모수()와 관계없는 상수항(constant term)입니다.
Univariable과 Multivariable 두 경우 모두,  공식의 첫 번째 항인  가 바로 C에 해당합니다. 이 항은 관측치의 수()와 원주율()로만 구성되어 있습니다.

왜 C로 묶거나 생략하나요?
ML 추정의 목적은  함수의 값을 최대로 만드는 모수(,  등)를 찾는 것입니다. 함수를 최대화하기 위해 우리는 을 각 모수로 미분하여 0이 되는 지점을 찾습니다.  이라는 함수를 최대화하는 는  입니다.  이라는 함수를 최대화하는 도  입니다.
이처럼 함수에 더해진 상수항(10 또는 1000)은 최대값 자체에는 영향을 주지만, 최대값이 되는 위치(x)에는 아무런 영향을 주지 않습니다.
 함수에서  항은 나  (또는 )에 대한 함수가 아니므로, 미분하면 0이 됩니다. 따라서 모수를 추정하는 계산 과정에서 편의상 생략하는 것입니다.
이전 엑셀 예제에서  라고 쓴 것은, 바로 이 상수항 C를 제외하고 모수()에 따라 값이 변하는 부분만 표기한 것입니다.

ML을 이용하여 모수 찾기 실습
ML(Maximum Likelihood, 최대우도) 개념을 직관적으로 계산할 수 있는 실습입니다. 특히 손이나 엑셀로 풀 수 있는 간단한 예제는 복잡한 수식 이전에 ML이 무엇을 하는가에 대한 감을 잡게 해줍니다.
제가 제안하는 강의 자료 아이디어는 최고의 설명 찾기라는 컨셉입니다. ML을 라디오 주파수 맞추기에 비유할 수 있습니다.
· 데이터(Data): 우리가 듣고 있는 지지직거리는 소리 (관측값)
· 모수(Parameter, ): 라디오 다이얼의 주파수 (우리가 찾고 싶은 값, 예: , )
· 우도 함수(Likelihood Function, ): 특정 주파수()에서 소리가 얼마나 선명하게 들리는지 (이 모수가 데이터를 얼마나 잘 설명하는지)
· ML 추정: 다이얼을 돌려 소리가 가장 선명해지는 지점을 찾는 행위.
이 개념을 바탕으로 Univariable, Multivariable 예제를 구성해 보겠습니다.

[bookmark: univariable-가장-간단한-시작-평균mu-추정하기]1. (Univariable) 가장 간단한 시작: 평균() 추정하기
학생들에게 가장 친숙한 평균이 사실 ML 추정값이라는 것을 보여주는 것에서 시작합니다.
데이터: 아주 간단한 데이터 3개: 
목표: 이 데이터가 정규분포 에서 나왔다고 가정할 때, 가장 그럴듯한 는 무엇일까?
단순화: 계산을 위해 분산()은 1로 고정(알고 있다고 가정)합니다.
[bookmark: 핵심-아이디어]핵심 아이디어
우도(Likelihood)는 이  값이 맞다면, 3, 4, 5라는 데이터가 관측될 확률(밀도)입니다. 
곱셈은 계산이 복잡하니 Log를 씌운 로그우도(Log-Likelihood)를 사용합니다. 
정규분포의 PDF는  입니다. 이므로, 
전체 로그우도는: 
직관적 설명: 이  값을 최대화하려면, 결국  (제곱합) 값을 최소화하는 를 찾으면 됩니다!
[bookmark: 엑셀로-손으로-풀기-grid-search]엑셀로 손으로 풀기 (Grid Search)
학생들에게  값을 바꿔가며  값이 어떻게 변하는지 보여줍니다.
	 (후보)
	
	
	
	
	

	3.8
	0.64
	0.04
	1.44
	2.12
	-1.06

	3.9
	0.81
	0.01
	1.21
	2.03
	-1.015

	4.0
	1.00
	0.00
	1.00
	2.00
	-1.000

	4.1
	1.21
	0.01
	0.81
	2.03
	-1.015

	4.2
	1.44
	0.04
	0.64
	2.12
	-1.06


결론: 일 때 가 최소가 되고 이 최대가 됩니다. 즉, ML 추정값  입니다. 이는 우리가 아는 샘플 평균 와 정확히 일치합니다.

[bookmark: univariable-레벨-업-분산sigma2-추정하기]2. (Univariable) 레벨 업: 분산() 추정하기
이번에는 라는 것을 안다고 가정하고, 가장 그럴듯한 을 찾아봅니다.
데이터: 동일하게 , 로 고정.
목표: 가장 그럴듯한 는 무엇일까?
로그우도: 


[bookmark: 엑셀로-손으로-풀기-grid-search-1]엑셀로 손으로 풀기 (Grid Search)
	 (후보)
	
	
	
	 (비례값)

	0.50
	-0.693
	1.040
	2.000
	-0.960

	0.60
	-0.511
	0.766
	1.667
	-0.900

	0.67
	-0.400
	0.601
	1.493
	-0.892 (Max)

	0.70
	-0.357
	0.535
	1.429
	-0.894

	1.00
	0.000
	0.000
	1.000
	-1.000


결론:  일 때 이 최대가 됩니다.
이론값:  으로 풀면  입니다.

핵심 교육 포인트: 이는 로 나눈 비편향 분산()과 다릅니다. ML 추정량은 편향(bias)될 수 있다는 중요한 사실과 함께, 이것이 REML이 필요한 이유임을 자연스럽게 연결할 수 있습니다.

[bookmark: multivariable-최종-목표-분산-성분v-1-추정하기]3. (Multivariable) 최종 목표: 분산 성분() 추정하기
Multivariable로  추정은, 동물육종학(Animal Breeding) 맥락에서 볼 때 반복측정 혼합모형(Repeated Measures Mixed Model)의 분산 성분()을 추정하는 것을 의미합니다. 이 성분들이  행렬과 을 결정하기 때문입니다.
 자체를 직접 추정하는 것이 아니라, 를 구성하는 파라미터()를 ML로 추정하는 것입니다.
모델: 가장 간단한 동물 모형 (2마리, 각각 2회 반복측정)
 (i=1, 2 (동물), j=1, 2 (측정))
데이터 (4x1 벡터 ):
동물 1: 
동물 2: 
분산-공분산 행렬 ():


단순화:  이라고 가정(고정)합니다.
데이터(편차): 
로그우도 (Multivariate Normal):

이제 파라미터가 와  두 개이므로, 엑셀에서 2D Grid Search를 수행합니다.
[bookmark: 엑셀로-풀기-2d-grid-search]엑셀로 풀기 (2D Grid Search)
이것은 손으로 푸는 것은 불가능하지만, 엑셀의 행렬 함수(MINVERSE, MDETERM, MMULT)를 사용하면 ML의 원리를 정확하게 보여줄 수 있습니다.
엑셀 시트 구성:
Rows:  후보 (e.g., 1, 2, 3, 4, ...)
Columns:  후보 (e.g., 1, 2, 3, 4, ...)
데이터 벡터: y_star = [-3, -1, 1, 3] (어딘가에 입력)
Grid의 각 셀에서 수행할 계산 (예:  테스트):
V 행렬 구성: V = [[6, 4, 0, 0], [4, 6, 0, 0], [0, 0, 6, 4], [0, 0, 4, 6]]
 계산: =LN(MDETERM(V_range))
|V| = (36-16) * (36-16) = 20*20 = 400

 계산: =MINVERSE(V_range) (4x4 행렬이 반환됨)
V_inv = [[0.3, -0.2, 0, 0], [-0.2, 0.3, 0, 0], [0, 0, 0.3, -0.2], [0, 0, -0.2, 0.3]]
 계산: (핵심 제곱합 부분) =MMULT(MMULT(TRANSPOSE(y_star_range), V_inv_range), y_star_range)
[-3, -1, 1, 3] V_inv [-3, -1, 1, 3] = 4.0
최종  (비례값) 계산: = -0.5 * (step_2) - 0.5 * (step_4) = -0.5 * 5.99 - 0.5 * 4.0 = -2.995 - 2.0 = -4.995
이 계산을 모든  조합에 대해 수행하고, 엑셀의 조건부 서식을 사용해  값이 가장 큰 셀을 찾도록 합니다.
결론: Grid Search를 통해  값이 최대가 되는  조합을 찾을 수 있습니다. 이것이 바로 ML 추정값입니다. 이 예제는 왜 ML 추정에 컴퓨터 프로그램(ASREML, WOMBAT 등)이 필요한지(Grid Search 대신 더 효율적인 알고리즘을 사용) 명확하게 보여줍니다.
